Tadeusz Drwiega, 2ofia Grabosé (Lublin)

ZASTOSOWANIE PROCEDURY JEDNOCZESNEGO TESTOWANIA HIPOTEZ
SANOVA W ANALIZIE REGRESJI WIELOKROTNEJ

1. Wstgp i streszczenie

W wielokrotnej analizie regresji testuje sie hipotezy o nie-
istotnosci wektora wspdéiczynnikdéw regresji lub jego podwektora.
W przypadku odrzucenia takiej hipotezy interesujaca jest odpo-
wiedZ na pytanie, czy wszystkie skladowe tego wektora nalezy uz-
naé¢ za niezerowe, czy tylko niektdére. Jedng z metod pozwalajaca
stwierdzié, ktére ze skiadowych podwektora wektora wspéiczynnikéw
regresji nalezy uznaé za istotne wraz z nim jest procedura jedno-
czesnego testowania hipotez SANOVA.

Ideg tej procedury, opartej na wielowymiarowym rozkiadzie F,
testujacej jednoczesnie uk*ad hipotez liniowych przedstawit
Ghosh (1955), a rozwineli jq Ramachandran (1956) i Krishnaiah
(1965) , ktdéry udowodnil, ze przedziaty ufnogdci zwiazane z proce-
durgq SANOVA sa nie diuzsze niz odpowiednie przedzialy ufnosci
Scheffe’go. Zastosowanie tej procedury zostalo oméwione w pracach
cytowanych powyzej, a takze w publikacjach: Krishnaiah, Armitage
(1970) , Schuurmann, Krishnaiah, Chattopadhyay (1975), Drwiega,
Grabo$ (1978). Zaletg procedury SANOVA jest to, ze nie wymaga
ona niezaleznosci sum kwadratéw dla poszczegSlnych hipotez linio-

wych. Pozwala to na stosowanie jej w wielokrotnej analizie regre-
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sji dla kompozycyjnych ukladéw czynnikowych. Mozliwoéé takiego wy-
korzystania procedury SANOVA pokazano w niniejszej pracy. W para-
grafie 2 podano definicje wielowymiarowego rozkiadu F. Procedure
SANOVA przedstawiono w paragrafie 3. W paragrafie 4 wyprowadzono
wzory umozliwiajace stosowanie procedury SANOVA w analizie regre-
sji. Zastosowanie tej procedury na przykladzie liczbowym przedsta-

wiono w paragrafie 5.
2. Wielowymiarowy rozkitad F

Podang nizej definicje wielowymiarowego rozkiadu F mozna zna-
leZé w pracy Krishnaiah i Armitage (1970).

Niech X bedzie nxk macierza n niezaleznych losowych wek-
toréw wierszowych o tym samym k-wymiarowym rozktadzie normalnym
N(u, Z), z wektorem warto$ci oczekiwanych u i macierza kowarian-
eliE =(°1j)' Niech § = X'X, a 3; , gdzie E(sz) = maz, niech
bedzie zmienng losowg o rozktadzie Xz z m stopniami swobody,

stochastycznie niezalezng od elementdéw na przekatnej macierzy S,

tzn. od S197S397 1Sy - Wspdlny rozkiad zmiennych F1,F2,...,Fk,

s 2
gdzie I 3! 2 —55 nazywamy k-wymiarowym rozkiadem F z (n,m)
noy; mg

stopniami swobody i z I jako macierza kowariancji "stowarzyszo-
nego" k-wymiarowego rozktadu normalnego. Rozklad ten nazywamy
centralnym lub niecentralnym rozk*adem w zaleznosci od tego,

czy u Jjest wektorem zerowym czy niezerowym.

Tablice wielowymiarowego rozkiadu F mozna znaleZé w publikacji

Schuurmann, Krishnaiah i Chattopadhyay (1975).
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Je&li n=1 to wielowymiarowy rozkiad F redukuje si¢ do wielowy-

2

miarowego rozkiadu t“. Tablice tego rozkiadu znajduja sig w pracy

Krishnaiah i Armitage (1970).

3. Procedura testéw jednoczesnych SANOVA
Rozwazmy liniowy model staiy

(3.1) y=AB8+e

gdzie y jest wektorem N obserwacji, B8 jest wektorem p nie-
znanych parametréw, A - znang macierza o wymiarach Nxp, a e -
wektorem btedéw losowych o N-wymiarowym rozkladzie normalnym
z wartodcia oczekiwang O i macierzg kowariancji ozlu (O-wektor

—

kolumnowy zlozony z N zer, IN

ktadamy, ze 02 jest nieznane.

- macierz jednostkowa NxN). Za-

Zajmiemy sie weryfikacja testowalnej hipotezy liniowej

(3.2) H:K =0

gdzie K Jjest macierzg o wymiarach pxq, rzedu r.

Hipoteze (3.2) mozemy przedstawié jako koniunkcjg hipotez

[~

(3.3) Hy : ¥y{B8=0 (Low §525 5530t EaF)
gdzie wektory Vyr¥oree-r¥, sa liniowymi kombinacjami kolumn
macierzy K, przy czym dokiadnie r spo$réd nich jest liniowo

niezaleznych. W szczegdélnosci moze byé t=q i !1'!2""'!q
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moga by¢ kolumnami macierzy K. To, Ze hipoteza H jest koniunk-
e
cja hipotez H; (i =1,2,...,t) bedziemy zapisywali H = {ﬁ}ﬂi.

Kazdej hipotezie Hy (i =1,2,...,t) mozna przyporzadkowaé zmien-

ng losowgy

e |
i vy

(3.4) r

gdzie S8y jest suma kwadratéw dla hipotezy Hi, a VvV, - dred-

nim kwadratem dla biedu. Jeéli hipoteza H = (;\Hi jest praw-
i=1

dziwa,to Iaczny rozktad statystyk F1,F2,...,Ft jest t-wymiaro-
wym rozkiadem F z (1,ve) - stopniami swobody, gdzie vy jest
liczba stopni swobody dla biedu. Hipoteze Hi (1 =9,2,.3;F)

odrzucamy na poziomie istotnodci o, jedli 1'-‘i >F:, przy czym

wartosé F: jest tak dobrana, ze
- 13
P[Fy <F 7 1 =1,2,...,t] () By] =1 -a
i=1

Hipoteze H odrzucamy, je$li odrzucimy przynajmniej jedng hipo-
teze H; (patrz Schuurmann, Krishnaiah i Qhattopadhyay £1975) )'e

Z definicji wielowymiarowego rozktadu F podanej w poprzed-
nim paragrafie wynika, Ze jest on scharakteryzowany przez liczby
stopni swobody i macierz kowariancji "stowarzyszonego" wielowymia-
rowego rozkiadu normalnego.

Suma kwadratdéw S84 dla hipotezy Hy (1t=1,2,...,t) posta-
ci (3.3) jest réwna
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(patrz Searle, 1971), gdzie G oznacza uogélniong macierz odwrot-

ng do macierzy A’A, tzn. macierz speiniajgca warunek A’A G A’A=

= A'A. Macierz X t-wymiarowego rozktadu normalnego bedzie zatem

wektorem wierszowym postaci

1 g
(3.5) X = [(! Gvy) 2 viG A'%,(v2 Gvs) 2 vl G A
. 4= L\Vy 8 Vg WAy, (v; Gy, ¥y sa Y
i}
(v'Gv)-fv’GA']
ceen ¥y G v ve GA'Y
Macierz kowariancji I tego wektora ma wyrazy réwne
v G v.
(3.6) cij=02 "1"’;{ dla 1,5 = 1,2,..0,t
/—i Sy Yy G ¥y

za$ elementy macierzy korelacji g = (pij) maja postad

’
(3.7) by = T T ¥ ¥y
I’ ’ r
711733 vi Sy {!j Sy,

Tablice wielowymiarowego rozkladu F skonstruowane s jedy-
nie dla przypadku, gdy wszystkie pij =p dla i # j. Jezeli sumy
kwadratdéw S8, dla hipotez (3.3) sa stochastycznie niezalezne i
suma ich jest réwna sumie kwadratéw dla hipotezy (3.2), to wéwczas
wspéiczynniki korelacji (3.7) sa réwne zero dla i # j (patrz

Drwigga, 1976).
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4. zZastosowanie procedury SANOVA w modelach regresji dla doswiad-

czeli czynnikowych

Niech réwnanie (3.1) bedzie réwnaniem regresji wielokrotnej.
Wtedy macierz A jest macierza peinego rzedu kolumnowego i kazda
hipoteza postaci (3.2) jest testowalna. W praktyce czesto weryfi-

kuje sie hipoteze, ze jakis§ podwektor B8, wektora parametréw B8

jest wektorem zerowym. Hipoteza (3.2) przybiera wéwczas postaé
(4.1) H:B8 =0
Hipoteza (4.1) jest koniunkcja hipotez

(4.2) H =0 i=1,2,...,t

4 8 B!

gdzie t Jjest liczba skladowych wektora 51. Hipotezy postaci

(4.2) méwig o nieistotnosci poszczegbélnych skiadowych wektora 8, .

Niech 022 oznacza macierz kowariancji estymatora najmniej-

szych kwadratéw i1 ={811,§12,...,B1t]' wektora 51. Jest ona

1

oczywiécie podmacierza macierzy az(é’ﬂ)- . Suma kwadratéw SS;

dla hipotezy H; jest réwna

1

(4.3) oE winoy AR B ey 8 i B R a5y R, DL

% i 14 =44 ~~k 13514 .
(por.Oktaba, 1972), gdzie dii jest odpowiednim elementem ma-
cierzy D.

Macierz X t-wymiarowego "stowarzyszonego" rozkiadu normalnego

bedzie zatem wektorem wierszowym postaci
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1
7“ I“

- [a, 228127+ 1B ]

11871+4
Wspéiczynnik korelacji pomiedzy i-tg a j-tga skiadowa wektora
X Jjest réwny

(4.4)

v diid]j

Tablice wielowymiarowego rozktadu F skonstruowane sj jedynie

dla przypadku, gdy
(4.5) P13 =p dla i # 3

Warunek ten jest speiniony dla uktadu hipotez (4.2) np. wtedy,
gdy macierz D ma jednakowe elementy na przekatnej i jednakowe

elementy poza przekatna. W modelu regresji drugiego stopnia dla

dodéwiadczer kompozycyjnych macierz (A'A)_1 ma na ogét postaé

I o o |u
o 1o v |o
o W o |o
Im o |o |Im

gdzie 0 oznacza macierz zerowa, s Jjest elementem odpowiada-
jacym wyrazowi wolnemu wielomianu regresyjnego, P - macierzg od-

powiadajaca liniowym wspéiczynnikom regresji, Q - macierzg odpo-
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wiadajaca mieszanym wspéiczynnikom regresji, R - macierza odpowia-
dajaca kwadratowym wspéiczynnikom regeresji, a nzg jest wektorem
kowariancji miedzy estymatorami wspdiczynnikéw kwadratowych, a es-
tymatorem wyrazu wolnego. W wielu przypadkach macierze A S0
s3 diagonalne, a macierz R ma jednakowe elementy przekatniowe

i jednakowe elementy poza przekatna (por. mp. Zielifiski (1974),
Mariczak (1976)). Wektor 51 w hipotezie (4.1) moze zatem skladaé

sig z efektéw liniowych i mieszanych lub efektéw kwadratowych.

5. Przykiad

Zastosowanie przedstawionej w poprzednich paragrafach metody
zilustrujemy na przykladzie skonstruowanym w oparciu o prace
Michalowskiego (1973). Badano wpiyw trzech skadnikéw nawozenia:
azotu N, fosforu P, potasu K na plon zyta ozimego. Przypuszczano,
ze zalezno$¢ plonu od badanych czynnikéw mozna opisaé wielomianem

drugiego stopnia, tzn.

2

2 2
NK+823PK+B1 1N +822P +B3

Ey =By + B,N + B,P + 8,K + 8

2 3 12+ B

K

13 3

Plan doswiadczenia oraz obserwacje przedstawiono w tabeli 1.
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Tabela 1

=1 =1 il 15.8
S =1 1 16.9
=1 1 il 17.0
= 1 1 18.4

1 =1 =1 20.8
1 =} 1 21.7
1 1 =1 21.7
1 il 1 23.1
1 o] o} 21.9
= 0 (o} 17.1
(] 1 0 20.1
(o] sl 0 18.8
(0] 0 1 20.0
(o) 0] = 18.8
(o] 6] (o) 19.5

przy czym poziomy: -1, O, 1 odpowiadajgq dawkom:
dla azotu - 20,40 i 60 kg/ha, dla fosforu - 16,32 i 48 kg/ha
oraz dla potasu - 24,48 i 72 kg/ha. Macierz planu A dla takiego

doswiadczenia ma postaé:
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1 R 1 1 1 1 1 1
1 =] =i} 1 U e 1 1 1
1 =1 il = =] 1 1 1 1
1 =1 1 1 =% .=1 1 1 1 1
1 Ypmiamil i Sl 1 1 1 1
1 =il 1 = T =1 1 1 1
1 1 [ i 1 4=T =] 1 1 1

A= 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 o O ONte@ 0 1 o o
1 =0 0O o 0~ 0-'0 1 o TR o
1 (o} 1 o} O EO0is O o 1 (o)
1 Ols=1 (o) QRS0 B0 o 1 (o)
1 QIO 1 0,110 O 0: O 1
1 ORG IR C=1 0 0. O Lo SR o, 1
1 (o) 0 JE R o RN o Lo JHRR

o
o
i

Przypusémy, Ze interesuje nas hipoteza o nieistotnosdci efektéw

kwadratowych, tzn. hipoteza

(5.1) H: [By1/8,,,8551'= 0

W przypadku odrzucenia tej hipotezy nasuwa sie pytanie, czy kazdy
z efektédw kwadratowych jest rézny od zera, czy tylko niektdre.
OdpowiedZ na nie mozna uzyskaé traktujgc hipoteze (5.1) jako ko-
niunkcje hipotez

(5.2) Hs 3. 8 =0. (1 =1,2,3)
i stosujgc procedure testéw jednoczesnych SANOVA. W tym celu nale-

zy wyznaczyé metodg analizy wariancji sumy kwadratéw (4.3) dla
hipotez (5.2) oraz $redni kwadrat dla biedu. Dla danych z tabeli 1
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wielkodci te s3a odpowiednio réwne 0.00, 0.0030, 0.0120, 0.0014.

Wartos$ci statystyki F wynosza zatem 0.00, 2.14, 8.57. Macierz

D, ktdérej elementy s3a potrzebne do wyznaczenia wspéiczynnikdéw

korelacji (4.3) i sprawdzenia warunku (4.4) jest podmacierzg ma-

cierzy
i 1 SSP, CESL B PR S
I [0} 0 0 « O (o} (o] e Ty 3 9
. 1 ~ 5
AN L SRR S .
5 1 v 4
s ST 3 i
. 1 i .
SRRl e .
o’ * vdi0n gl ot
@a! o 0 wa e 0
o * Lol S0 sgin D
:1. : TS A e s el : Hie - : '_i g & i .-.l.
g . A . 18 K] 9
1. . '-1 7-1
b i Q : 2 < LT LT
o s . W AW T
9t . . . 9 9 18
s
Zatem
ey S Bt St
18 9 9
i M Uzt R
e 3 78 9
2 B A 7
9 9 18
I )
Jak tatwo zauwazyé Pij ==-0.3 (1i# j; i, =1,2,3). Wartosé ta-

blicowa tréjwymiarowego rozk*adu F 2z (1,5) stopniami swobody
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dla p = 0.3 przy o = 0.05 jest réwna 11.3 (por.Krishnaiah i
Armitage, 1970). Poréwnujac wartodci statystyk F 2z wartoscia
tablicowa otrzymujemy jako wniosek brak podstaw do odrzucenia
ktérejkolwiek z hipotez (5.2) a w konsekwencji do odrzucenia
hipotezy (5.1).

Poniewaz w naszym przykladzie macierz kowariancji wektora es-

tymatoréw efektédw liniowych i mieszanych jest macierzg diagonal-

na
=0 : 3
'1—600.
3 .
OEO-Q
o
o o = .
.-1500
0 .o%o
.0 0 g

wiec procedure SANOVA mozna stosowaé dla hipotezy o nieistotnosci
dowolnego podwektora wektora efektéw liniowych i mieszanych. Np.
hipoteze

3 ’ =
(52 3) H: [B,,/8,5,8)5] [¢]

o nieistotnodci wektora efektdédw mieszanych mozna przedstawié

jako koniunkcje hipotez

(5.4) H;. : B,. =0 (194 57 7] =i1a2,3)
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o nieistotnos$ci poszczegdélnych efektdw mieszanych. Poniewaz sumy
kwadratéw (4.3) dla hipotez (5.4) sa dla danych z tabeli 1 odpo-
wiednio réwne 0.02, 0.005, 0.08 wiec statystyka F przyjmie
wartoéci 14.29, 3.57, 57.00. Warto$é tablicowa tréjwymiarowego
rozktadu F z (1,5) stopniami swobody dla a = 0.05 przy p = (o]
jest réwna 11.54. Poréwnujac wartoéci statystyk F z wartoscig
tablicowa otrzymujemy jako wniosek, ze istotne s3 wspétczynniki
Bjp i Byys 2 wspbiczynnik 8,4 mozna uznaé jako nieistotny.

Konsekwencja tych wnioskéw jest odrzucenie hipotezy (5.3).
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